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Zaczniemy od krétkiego wprowadzenia w teorie solitonéw [?, ?], czyli
catkowalnych réwnan nieliniowych, na przyktadzie najbardziej chyba znanego
réwnania solitonowego jakim jest réwnanie Kortewega-de Vriesa (KdV). Klu-
czowa role odgrywa w tym przypadku. . .réwnanie Schrodingera:

gdzie = jest zmienna przestrzenng (dla wygody przeskalowana, czyli nasze
T jest w istocie réwne xh '\/2m), u = u(z) jest potencjalem, A = E jest
energia, a przecinek oznacza pochodna (czyli ¢,,:= 0¢/0x). Z mechaniki
kwantowej wiadomo, ze znajac dane rozproszeniowe (wspétczynniki przejscia
i odbicia oraz stany zwiazane) dla kazdej wartosci A mozemy zrekonstruowaé
potencjat u korzystajac z rownan catkowych Gelfanda-Levitana-Marczenki.
Sytuacja taka czesto wystepuje w fizyce wysokich energii: aby zbada¢ dany
obiekt (potencjal u) rozpraszamy na nim inny obiekt (funkcja falowa o,
spelniajaca réwnanie liniowe). Uogdlnienie tej idei dalo w roku 1967 poczatek
burzliwemu rozwojowi teorii solitonéw. Mianowicie wykazano [?], ze jesli
jednoparametrowa rodzina potencjaléw u = u(z;7), spelnia réwnanie KdV
(t,r +6Ul,y + U,z = 0), to energia A nie zalezy od 7 (A,; = 0). Co wiecej,
dane rozproszeniowe ewoluuja w bardzo prosty sposéb, dzieki czemu za-
gadnienie poczatkowe dla réwnania KdV sprowadza sie do rozwiazywania
wspomnianych wyzej réwnan catkowych.

Przejdziemy teraz do metody otrzymywania Scistych rozwiazan réwnania
KdV. Szukamy transformacji ¢ — 1, u — @ zachowujacej réwnanie (7?)
(czyli zadamy e +UY = MZ) W ubiegtym stuleciu (réwnanie (??)



znane bylo juz w matematyce jako problem Sturma-Liouville’a) Darboux
zauwazyl, ze mozna zapostulowa¢ ¢ = 1), —ot, przy czym o = o(z) jest
pewna funkcja. Mozna obliczyé, ze 0 = ¢~ l¢,,, gdzie ¢ spelnia réwnanie
— @,z Fup = A (ten sam potencjal, lecz inna energia). Ponadto 4 =
u—20,;. Zaczynajac od u = 0 otrzymujemy w ten sposob @ bedace solitonem,
czyli zlokalizowanym rozwiazaniem, poruszajacym sie ze stala predkoscia bez
zmiany ksztaltu. W podobny sposéb mozna “doda¢” soliton na zadane tto
oraz otrzymac rozwigzania bedace superpozycja (nieliniowa!) dowolnej liczby
solitonow.

Zaréwno réwnanie Schrodingera (?77?), jak i transformacje Darboux mozna
przedstawi¢ w postaci macierzowej: ¥, = U¥, ¥ = DV, przy czym jedli ¢, ¢
oznaczaja dwa liniowo niezalezne rozwiazania (?7?), to
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Rownania solitonowe mozna zazwyczaj przedstawi¢ wlasnie jako warunki
catkowalnosci (U, —V,, = [V, U]) dla probleméw spektralnych, czyli réw-
nan macierzowych typu ¥,, = UV, ¥, = VWU, gdzie macierze U, V sa wymie-

rne w A (ponizej ograniczymy si¢ nawet do macierzy liniowych w ).
Podejscie powierzchni solitonowych [?] wiaze teorie solitonéw z klasyczna
geometria rézniczkowa rozumiana w duchu Bianchi’ego, Darboux i innych

wielkich geometréw XIX wieku [?]. Mianowicie, majac macierzowg funkcje
falowa ¥ definiujemy F' za pomoca wzoru Syma-Tafla [?, ?]

F=0'0, . (2)

F = F(xz,t;\) jest macierza, a wigc elementem pewnej przestrzeni wek-
torowej. Na przyktad, jesli ¥ przybiera wartosci w SU(2), to F' € su(2), a
su(2) mozna utozsami¢ z R®. F opisuje wigc (dla ustalonego \) powierzchnie
w R3. Ten przypadek wiaze sie z wieloma ciekawymi problemami zaréwno
w fizyce, jak i w geometrii. Wymienmy tylko réwnanie ruchu nici wirowej
w cieczy idealnej [?] oraz réwnanie sinusa-Gordona ¢,,; = sin ¢, dla ktérego
powierzchnie solitonowe (??) sa powierzchniami pseudosferycznymi w R?
(maja stata ujemna krzywizne Gaussa). Transformacja generujaca rozwiazania
solitonowe dla réwnania sinusa-Gordona podana zostala przez Bianchi’ego i
Backlunda ponad 100 lat temu. Obecnie transformacje tego typu nazywane
sa, niezaleznie od réwnania, transformacjami Darboux-Backlunda.



Zadajac rézne postacie probleméw spektralnych mozna spodziewaé sie
otrzymania coraz to innych ukladéw réwnan solitonowych. Problemy spek-
tralne zwigzane z macierzami 2-ego i 3-ego stopnia sa juz w zasadzie dawno
przebadane i trudno znalez¢ w ten sposéb cokolwiek nowego. W przypadku
macierzy wiekszego wymiaru otrzymywane uklady, cho¢ catkowalne, nie sa
zazwyczaj zbyt interesujace. Nowe perspektywy otwiera zastosowanie algebr
Clifforda [?]. Po pierwsze, otrzymujemy wygodna metode traktowania sze-
rokiej klasy probleméw z macierzami duzych wymiaréw (algebry Clifforda
mozna reprezentowa¢ macierzami) i dowolna liczba zmiennych niezaleznych.
Po drugie, problemy spektralne w algebrach Clifforda czesto maja ciekawa
interpretacje geometryczna: interesujacy jest nie tyle otrzymywany ukiad
roéwnan nieliniowych, ale raczej obiekt geometryczny opisywany tymi réwna-
niami. Na przykiad rozwazmy problemy spektralne typu:

ov

@:ek()\almtbk)\lf, (k=1,...,n), (3)
gdzie by, sa funkcjami o warto$ciach w przestrzeni V rozpietej przez eq, ..., e,,
zas ay przybieraja wartosci w przestrzeni W rozpietej przez e, i, ..., €,4q,
przy czym ei,...,e,;, generuja algebre Clifforda (czyli spelaniaja relacje

ee; + e;e; = 0 (dla i # j) oraz € = £1). Przykladami obiektéw spelniaja-
cych takie relacje sa macierze Pauliego i macierze Diraca.

Wzér (?7) dla A = 0 definiuje w tym przypadku obiekt zanurzony w
przestrzeni V AW. Wektory styczne, 0F /0z* = U~le,a, VU, sa parami ortog-
onalne. Na og6t otrzymujemy kilka interesujacych obiektéw geometrycznych
(rzutujac F na odpowiednie podprzestrzenie). W przypadku n = ¢ = 2
otrzymujemy pare tzw. powierzchni izotermicznych zanurzonych w R” [7].
W przypadku r = ¢ = n otrzymujemy n réznych sieci ortogonalnych w R",
a pojawiajace sie¢ wowczas rownania nieliniowe to uklad rownan Lamé’go.

Dla probleméw spektralnych (??) mozna skonstruowaé transformacje Dar-
boux-Backlunda. Zadawana jest ona przez

D = e,(An + kp) (4)

gdzie s jest ustalone (1 < s < 7), A i k to parametry rzeczywiste, za$
ne€ Woraz p € V (p? = n? = +1) zaleza od z',...,2" i wyrazaja sie
algebraicznie przy pomocy ¥(ik). Na poziomie wektora wodzacego F' trans-
formacja Darboux-Béicklunda ma postac

F=F+r100)ptn¥(0),

3



czyli do wektora F' dodajemy segment (wektor) o stalej dtugosci.

Przedstawione tu rezultaty okazuja sie mie¢ zastosowanie nie tylko w
geometrii, ale i w fizyce (publikacja na ten temat jest dopiero w przygotowa-
niu). W przypadku r =n =41 el = e = e = —e? = 1 mozemy kazde z
réwnatt (??) pomnozyé z lewej strony przez e, ', dodaé stronami wszystkie
te réwnania i oznaczajac e, ' =: iv* (k= 1,2,3), e;' =: i7°, otrzymamy

3
> M@0, — ALY = ACVY

u=0

gdzie A, sa wspélczynnikami w rozkladzie 1_; b, na v,, za$ C := ¥*_, a,.
Dla A = 0 jest to réwnanie Diraca dla czastki bezmasowej w polu elektro-
magnetycznym. Otrzymujemy w ten sposob jedynie pewna klase rozwiazan
réwnania Diraca (¥ speliaé¢ musi takze pozostale réwnania (?7?)). Niemniej
ten dos¢ nieoczekiwany zwiazek réwnania Diraca z réwnaniami Lamé’go, a
zwlaszcza istnienie transformacji Darboux-Backlunda, moze doprowadzi¢ do
uzyskania nowych $cistych rozwiazan réwnania Diraca.

Tematyka badan przedstawiona w tym krétkim artykule jest finansowana
przez Komitet Badan Naukowych (grant Nr 2 PO3B 143 15).
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