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Metoda separowalnosci zmiennych nalezy do podstawowych metod fizyki
matematycznej poczynajac od XIX wieku. Zapoczatkowana pracami D’Alam-
berta, Fouriera i Jacobiego, przez wiele dekad byla jedyna znana metoda
catkowania ukladow dynamicznych. Przypomnijmy krétko metode separacji
zmiennych w mechanice klasycznej. Rozwazmy hamiltonowski uklad me-
chaniczny o 2n stopniach swobody, catkowalny w sensie Liouville’a. Oznacza
to, ze istnieje n liniowo niezaleznych funkcji h; (hamiltonianéw), ktére sa w
inwolucji wzgledem kanonicznego nawiasu Poissona: {hj,hy} = 0. Zbiér
zmiennych kanonicznych (A, p;)7-; nazywamy zmiennymi separowalnosci
jesli isnieje n funkcji postaci @;(Ai, i, b1y ..oy b)) = 0,4 = 1, ..., n, z ktérych
kazda laczy pare sprzegnietych zmiennych i wszystkie hamiltoniany. Usta-
lajac wartosci hamiltonianéw h; = const = a; otrzymujemy jawng fakto-
ryzacje torusa Liouville’a. Oznacz to, ze w réwnaniu Hamiltona-Jacobiego
w zmiennych (A, ;) funkcja generujaca W(A,a) = Y7 Wi(XAi,a) i w kon-
sekwencji réwnania ruch potrafimy znalezé przez kwadratury.

W XIX wieku i wigkszosci XX, dla wielu modeli mechaniki zmienne sepa-
rowalnosci byly albo odgadywane albo znajdowane metodami ad hoc. Fun-
damentalny postep w teorii separowalnosci nastapit w 1985 roku, kiedy to
E.Sklyanin zaadoptowal teorig reprezentacji Laxa do systematycznego znaj-
dowania zmiennych separacji (patrz artykul przegladowy [1] i cytowana tam
literatura). W ostatnich dwdch latach zostala sformulowana alternatywna
teoria separowalnosci ukladéw skonczenie wymiarowych oparta na bihamil-
tonowskosci ukladéw calkowalnych w sensie Liouville’a. Wyjasnijmy krétko
czym jest bihamiltonowskosé. Niech M > u oznacza rozmaitos$é rézniczkowa
(przestrzen fazowa), T, M i T, M przestrzen styczna i kostyczna w u oraz <
. > Ty M x T, M — R. Dalej, niech dF oznacza rézniczke gladkiej funkcji
F € C®(M). M nazywamy rozmaitoscia Poissona jesli jest wyposazona
w nawias Poissona {.,.}; : C®(M) x C®°(M) — C*®°(M) w ogdlnosci



zdegenerowany. Odpowiednia macierz Poissona 7 jest zdefiniowana przez

{F,G}r(u) :==< dF(u),n(u)dG(u) >, czyli w dowolnym punkcie u, 7(u) :

T, M — T, M jest liniowym antysymetrycznym odwzorowaniem spelniajacym
tozsamo$é Jacobiego. Dowolna funkcja ¢ € C°(M), taka, ze dc € 7, nazy-

wana jest Casimirem macierzy . Niech 7y, 71 beda dwoma macierzami

Poissona na M. Pole wektorowe K nazywamy polem bihamiltonowskim

ze wzgledu na my 1 71 jedli istnieja dwie funkcje H, F € C*°(M) takie, ze

K =mo-dH =, - dF. (1)

Poissonowskie macierze g i 71 nazywamy zgodnymi jesli my 1= w1 — Amg jest
réwniez macierza Poissona dla dowolnego A € R. Wtedy 7y nazywamy Pois-
sonowskim oléwkiem. Dla wigkszo$ci znanych bihamiltonowskich ukladéw
skoniczenie wymiarowych obie struktury Poissonowskie sa zdegenerowane.
Mozna wiec zawsze skonstruowaé bihamiltonowski lanicuch pél wektorowych,
ktéry zaczyna si¢ od Casimira mp i konczy na Casimirze 7;. Istnienie oldwka
Poissona gwarantuje komutacje pél wektorowych lancucha i inwolucje wszys-
tkich Hamiltonianéw wzgledem 7 i 1. Wiele przykladow oraz metody kon-
strukcji lancuchéw czytelnik znajdzie w ksiazce [2].

Jak istnienie bihamiltonowskich laiicuchéw wiaze sie z separowalnoscia
wyja$nimy na przykladzie najprostszej klasy lancuchéw z jednym Casimirem.
Jak sie¢ okazuje, istnienie lancuchéw bihamiltonowskich jest charakterysty-
cznga cecha ukladéw separowalnych. Rozpatrzmy rozmaito$é¢ Poissona M
(dim M = 2n+1) wyposazong w oléwek Poissonowski 7y = 71 — Ay maksy-
malnego rzedu. Wtedy zwiazany z nim lanicuch [3] jest postaci

modhg = 0, mgdh; = K1 = m1dhy, ..., modh,, = K,, = midh,—1, 0 = m1dh,,,
@)
gdzie K = K1, H = hy, F = hy. Zaluzmy dla prostoty rozwazan, ze tancuch
(6) zostal znaleziony w reprezentacji dowolnych zmiennych kanonicznych
(¢,p) i zmiennej Casimirowskiej c. Wtedy oczywiscie 7 jest zdegenerowana
macierza kanoniczna i hg = c.
W pracach [2,4] zostal znaleziony bihamiltonowski laricuch (6) w zmi-
ennych separowalnos$ci. W rozpatrywanym przez nas przypadkach zgodne
struktury Poissona przybieraja nastepujaca postaé:
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(3)



gdzie A = diag(\1, ..., Ap), I jest macierza jednostkowa a K jest pierwszym
polem wektorowym hierarchii. Przejdzmy teraz do redukcji Poissonowskiego
oléwka m, na symplektyczny li¢é S macierzy my (dimS = 2n) ustalajac
warto$¢ zmiennej Casimira. W rozwazanym przypadku oléwek Poissona
redukuje sie w sposéb trywialny, jako ze oczywistym jest iz 0 = 61 — A0y jest
niezdegenerowanym oléwkiem Poissona na S. Ponadto, tak zwana macierz
Nijenhuisa N = 6, - 6, ! jest diagonalna w zmiennych separacji.

Rozpatrzmy obecnie dowolna transformacje kanoniczna (A, pu) — (¢,p)
niezalezna od zmiennej ¢ i w ogélnoéci nie punktowa. Zaleta pozostania
w zbiorze zmiennych kanonicznych jest jasna struktura zdegenerowanego
oléwka Poissona i trywialnos¢ jego redukcji na symplektyczny li§¢ mp. Tak
wiec majac lancuch dany w naturalnych zmiennych kanonicznych, 6y jest
niezdegenerowana kanoniczna macierzg Poissona a 6; jest niezdegenerowang
niekanoniczng macierza Poissona zalezna od (g, p). Mozemy wigc skonstruowaé
macierz Nijenhuisa N (g, p). Transformacja do zmiennych separacji jest trans-
formacja diagonalizujaca N. W przypadku transformacji punktowych jest
ona elementarna, dla transformacji niepunktowych procedura jest bardziej
zlozona, ale réwniez znana.

Teorie separowalnodci dla lancuchéw z wieloma Casimirami czytelnik
znajdzie w pracach [5,6].
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