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Streszczenie

Wspolczesna teoria uktadéw solitonowych jest gleboko zakorzeniona
w klasycznej geometrii rézniczkowej. Mozna wrecz moéwi¢ o “starej
teorii solitonéw” bez wspoélczesnej terminologii solitonowej ale za to z
imponujgcym bogactwem wynikéw czysto solitonowych. W eseju tym
chcielibyémy wskaza¢ na najwazniejszg linie rozwojowa “starej teorii
solitonéw”, ktoéra zaczyna sie w programie badawczym G. Lamé a kon-
czy sie traktatem L.P. Eisenharta p.t. “Transformations of surfaces”.

1 Wprowadzenie

Stynna ksigzka Gabriela Lamé p.t. “Wyklady o wspolrzednych krzywoli-
niowych i ich réznych zastosowaniach” (Paryz, 1859) konczy sie takim oto
proroctwem:

“Zatem nastanie nieuchronnie krélestwo wspotrzednych krzywoliniowych,
ktore beda w stanie rozwigza¢ nowe problemy w calej ich ogélnosci. Tak,
ta epoka definitywnie nadejdzie, lecz raczej poézno: ci, ktérzy jako pierwsi
wskazali te nowe narzedzia odejda i zostang catkowicie zapomniani; chyba ze
jaki§ geometra - archeolog ozywi ich imiona. Zreszta i tak najwazniejsze jest
to, aby nauka szta naprzod”.

Oczywiscie nazwisko “Gabriel Lamé” nie uleglto zapomnieniu, ale reszta
proroctwa spelnita sie i nadal si¢ spetnia. Dzieki opracowanej przez Lamé
metodzie rozdzielania zmiennych potrafimy efektywnie rozwigzywaé liczne



problemy fizyki teoretycznej opisywane liniowymi réwnaniami fizyki mate-
matycznej. To wlasnie z metody Lamé wyrasta bogata i stale rozwijajaca
si¢ teoria funkcji specjalnych w réznych (np. grupowym) ujeciach. Jed-
nym z najwazniejszych spetnien proroctwa Lamé jest fundamentalna praca
L.P. Eisenharta [1], w ktorej pokazano, ze stacjonarne réwnanie Schrodin-
gera zapisane w ortogonalnym uktadzie wspotrzednych dopuszcza rozdziele-
nie zmiennych wzgledem jedenastu wyr6znionych uktadow. [2]

Rzeczywiscie, uktady Eisenharta wystepuja bardzo czesto w fizyce teo-
retycznej. Np. tzw. rozwigzanie Kerra prozniowych réwnan Einsteina (
neutralna, obracajaca sie jednostajnie, czarna dziura) daje sie zapisa¢ w
tzw. “wydluzonych wspoétrzednych sferoidalnych” (sa na licie Eisenharta)
jako funkcja liniowa dwoch argumentow! [3]

Jednak uzytecznos¢ uktadéw ortogonalnych w fizyce teoretycznej nie jest
przedmiotem niniejszego eseju. Dla nas - jako “geometrow - archeologow” -
najistotniejsze jest to, ze najglebsze zakorzenienie w przesztoéci wspolczesnej
teorii solitonéw tkwi w programie badawczym Lamé. Jest rzecza ciekawa, ze
fascynacja czym$ co mozna nazwaé starg teoria solitonéw udzielila sie
ostatnio rowniez tworcom nowoczesnej teorii solitonéw. W pracy [4] V. Za-
kharov omawiajac osiagniecia klasycznej geometrii rézniczkowej w zakresie
uktadéw ortogonalnych w E™ zauwaza:

“The milestone in history of this problem was a fundamental monography
Lecons sur les systémes orthogonauz et. .. by G. Darboux printed in Paris in
1910. It is really astonishing, how exciting are many pages of this book to a
person familiar with the modern mathematical theory of solitons!”

2 Roéwnania Lamé - najstarszy uklad solitonowy

Ortogonalny uktad wspotrzednych w E® mozemy - za G. Lamé - zada¢ im-
plicite

u' = fz,y,2) (1=1,2,3) (1)
jako lokalny dyfeomorfizm prowadzacy od wspotrzednych kartezjanskich (z, y, 2)
do wspolrzednych krzywoliniowych (u!, u?, u®) z dodatkowym zadaniem (or-
togonalnosé!):

a#b =Vf-Vf=0, (2)
gdzie V = grad za$ kropka oznacza zwykly iloczyn skalarny w E3. Odwra-
cajac zaleznosci (1) otrzymujemy definicje explicite ortogonalnego uktadu
wspotrzednych.



Zaleznosci (2) implikuja, ze metryke przestrzeni E® mozemy we wspol-
rzednych (u) zapisa¢ nastepujaco

ds? = Hy(u")(du')? + Hy(u')(du?)? + Hs(u')(du®)? (3)

Wspotezynniki H,(u®) nosza nazwe funkcji Lamé. Funkcje H, koniecznie
spetniajg tzw. réwnania Lamé, ktore geometrycznie wyrazajg fakt, ze E3
jest ptaska:

Ha,be,c _ Ha,ch,b .

H,pe — 0 4
1b Hb Hc ( )
Hba Hab Ha chc

) a ) ) ) — 0 5
(Ha )5 ( Hb )5b Hc2 ( )

gdzie w (4) i (5) ciag (a,b,c) przebiega (123), (231) i (312), za$ przecinek
oznacza rozniczkowanie. (4) + (5) jest wiec ukladem 6 réwnan drugiego
rzedu. Takze - odwrotnie - kazde rozwiazanie (H,) rownan Lamé (przy
spelieniu pewnych warunkow) definiuje implicite i z doktadnoscig do ruchu
sztywnego w E3 pewien ortogonalny uklad wspétrzednych. Przejscie od roz-
wiazania (H,) do postaci explicite wymaga rozwiazania pewnego ukladu li-
niowych réwnan rézniczkowych czastkowych na funkcje x = z(u?), y = y(u?),
z = z(u') zapisanego na stronie 89 (uktad (28)) dziela Lamé. Uktad ten
zapisujemy tensorowo:

fvab = Fcabfac (6)

gdzie F(u') = z(u)i+y(u)j + z(u))k (7,7, k - baza ortonormalna w E3) zas
r¢,, - symbole Christoffela metryki (3). I tu dotykamy natury solitonowej
rownan Lamé! Warunkiem koniecznym i dostatecznym na istnienie rozwig-
zania rownania (6) sa wlasnie rownania Lamé. Mowimy krotko (4) + (5)
sa warunkami catkowalno$ci rownania (6). Notabene, wyrazaja one nic
innego jak réwnos¢ pochodnych mieszanych.

Taka koegzystencja uktadéw liniowego i nieliniowego charakteryzuje wszyst-
kie uktady solitonowe [5]. W terminologii solitonowej: uklady solitonowe
to warunki calkowalnosci dla probleméw liniowych. Np. (6) to problem
liniowy dla réwnan Lamé.

Istnienie problemu liniowego dla danego uktadu nieliniowego nie gwaran-
tuje, ze uklad nieliniowy jest istotnie solitonowy. Niemniej réwnania Lamé
sg rzeczywiscie solitonowe.



Réwnania (4) mozna “odczepi¢” od rownan (5). Izolowane rownania (4)
nosza nazwe rownan Darboux (G. Darboux 1878) i sg istotniejsze od wie-
zow (5). Geometrycznie opisuja w E® tzw. “uklady sprzezone”, ktore sa
uogdlnieniem uktadéw ortogonalnych [6]. Réwniez réwnania Darboux sa so-
litonowe.

Uktady sprzezone w E? uogdlniaja sie na uklady (sieci) sprzezone w
n-wymiarowych podrozmaitosciach N-wymiarowych przestrzeni rzutowych
(n < N). Odpowiednio do tego (4) uogoélniaja sie na n-wymiarowe rowna-
nia Darboux. Te ostatnie to rowniez uktad solitonowy bedacy zaréwno dla
“starych” geometréow jak i dla wspotczesnych badaczy niewyczerpanym zro-
dlem réznorodnych uktadéw solitonowych. Nic wiec dziwnego, ze najstarsze
rownania solitonowe wykryto w XIX-wiecznej geometrii r6zniczkowej o czym
Swiadczy ponizsza tabelka.

‘ ‘ nazwa rownania ‘ rok odkrycia ‘ autor

1 | r-a Lamé (4) + (5) circa 1840 | Gabriel Lamé (1795-1870)
r-e sinh-Gordona 1863 Julius Weingarten (1836-1910)
¢12 = sinh ¢

3 | r-e sin-Gordona 1867 Pierre-Ossian Bonnet (1819-1892)
$12 = sin ¢ 1868 Alfred Enneper (1830-1885)

4 | r-a Darboux 1878 Gaston Darboux (1842-1917)

5 | r-e Darboux-Bianchi | 1885 Luigi Bianchi (1856-1928)
0,123 = 010 23¢ctgO — | 1910 Gaston Darboux
@,2@,13tg@

3 Roéwnania Lamé - dzisiaj

Solitonowa natura réwnan zawartych w powyzszej tabelce zostata potwier-
dzona w ramach wspoélczesnej teorii solitonéw dysponujacej skutecznymi,
gtownie spektralnymi narzedziami. W 1991 V. Dryuma jako pierwszy za-
uwazyl, ze rownania Darboux to abelowa redukcja tzw. uktadu Zakharowa -
Manakova |7]

Ga,bc - Gb,cGlleu,b - Gc,nglGa,c =0 (7)

Tutaj G,(ub) s odwracalnymi macierzami.

W pracy [4] V. Zakharov stosujac najstarsza wersje tzw. “dressing me-
thod” znalazl obszerng klase rozwigzan réwnan Lamé nie podajac jednak
odpowiadajacych im ortogonalnych uktadéw wspoétrzednych.
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Zainteresowanie wspolczesnej fizyki matematycznej uktadami ortogonal-
nymi w E™ w mniejszym stopniu wiaze sie z metoda rozdzielania zmiennych.
Do$¢ nieoczekiwanie wykryto zwigzek n-wymiarowych rownan Lamé z pew-
nymi uktadami hydrodynamicznymi [8], a takze z tzw. “massive topological
quantum field models” [9).

4 Jeszcze o starej teorii solitonéw

Teoria sieci sprzezonych to dzi§ mniej popularna dyscyplina geometrii roz-
niczkowej uprawiana gltéwnie w krajach bylego ZSRR z do§¢ monotonnym
stosowaniem techniki ruchomego reperu (E. Cartan). Kontrastuje to ze “zto-
tym wiekiem” tej teorii, ktéry umownie mozna zawrze¢ w przedziale lata 80
XIX - lata 20 XX wieku. Burzliwy rozwdj teorii sieci sprzezonych w tamtej
epoce podporzadkowany byt pewnej zasadzie, ktora ze szczeg6lng konsekwen-
cja stosowal Luigi Bianchi. Zasade te opisal Guido Fubini w tekscie bedacym
holdem po$miertnym dla Il Maestro Luigi Bianchi [10]:

“Ogromna cze$¢ dorobku naukowego Bianchiego bazuje na dwoch naste-
pujacych pojeciach: transformacje i twierdzenia o przemiennosci.”

Dzisiejsza intepretacja tego tekstu: “transformacje” - to z jednej (geo-
metrycznej) strony transformacje sieci sprzezonych, z drugiej zas (so-
litonowej) - geometryczne odpowiedniki transformacji Bicklunda, bodaj
najistotniejszej, uniwersalnej cechy uktadéw solitonowych [5|. “Twierdzenia
o przemiennosci” dotycza wtlasnie takich transformacji, a ich bardzo wazna
konsekwencja (jeszcze jedno “catkowalne” oblicze rownan solitonowych!) to
tzw. zasady nieliniowej superpozycji albo na poziomie geometrycznym
(powierzchni) albo tez na poziomie rozwiazan.

Ta “zasada Bianchiego” znalazta liczne realizacje w dorobku innych mi-
strzow tamtej epoki takich jak Gaston Darboux, Claude Guichard (1861-
1924) czy Luther Pfahler Eisenhart (1876-1965). Ten ostatni jest autorem
imponujacej syntezy teorii transformacji sieci sprzezonych |11], ktéra réwno-
czed$nie mozna traktowac jako synteze starej teorii solitonow.

Dzi§ stara teoria solitonéw przezywa swoj renesans. 7 dorobku tamtej
epoki skorzystali m.in. Adam Doliwa (Instytut Fizyki Teoretycznej UW) i
Paolo Santini (Istituto di Fisica, Universita di Roma) tworzac bardzo obie-
cujacy teorie transformacji dyskretnych sieci sprzezonych [12, 13]. Jest to
w tej chwili jedno z bardziej fundamentalnych ujeé teorii solitonéw: jest ono
zaréwno wielowymiarowe jak i dyskretne.
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